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Проста модель Бюллмана та однорiдна довiрча оцiнка

Досi ми розглядали лише один зазначений ризик, для якого
отримали довiрчу оцiнку, що ґрунтується лише на
спостереженнях за цим ризиком. Однак на практицi зазвичай
наявнi спостереження за всiм портфелем подiбних ризикiв,
занумерованих i = 1, 2, . . . , I .

Позначимо через Xi = (Xi1, . . . ,Xin) вектор спостережень
ризику i та через Wi його профiль. Припустимо, що для
кожного ризику в портфелi Xi та Wi задовольняють
припущенням 1 та 2 минулої лекцiї. Таким чином, ми
приходимо до простої моделi Бюллмана.
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Проста модель Бюллмана

(Б1) В.в. Xij умовно при Wi = ν незалежнi однаково розподiленi
з функцiєю розподiлу Fν й умовними моментами

µ(ν) = E(Xij |Wi = ν), σ2(ν) = D(Xij |Wi = ν).

(Б2) Пари в.в. (W1,X1), . . . , (WI ,XI ) є н.о.р.
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Перше запитання: довiрчу оцiнку чого ми хочемо знайти?
Зрозумiло, що нам потрiбно оцiнити iндивiдуальну премiю
µ(Wi ) для кожного ризику i . За визначенням, довiрчi оцiнки
̂̂
µ(Wi ) мають бути лiнiйними функцiями вiд спостережень.

Друге запитанням: лiнiйними за чим? Чи повинна довiрча
оцiнка µ(Wi ) бути лiнiйної функцiєю лише за спостережнням за
ризиком i , чи за спостереженнями з усього портфелю?
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Загалом довiрчу оцiнку визначають як найкращу лiнiйну

функцiю за всiма спостереженнями з портфелю, тобто
̂̂
µ(Wi ) є

найкращою оцiнкою у класiµ̂(Wi ) : µ̂(Wi ) = a +
I∑

k=1

n∑
j=1

bkjXkj ; a, bkj ∈ R


Легко перевiрити, що вона спiвпадає з оцiнкою з теореми...

̂̂
µ(Wi ) = αX̄i + (1− α)µ0,

де

X̄k =
1

n

n∑
j=1

Xkj .
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Маючи повний портфель ризикiв, ми можемо визначити
довiрчу оцiнку iншого типу, яку називають однорiдною
довiрчою оцiнкою. Це найкраща оцiнка у класi колективно
незмiщених оцiнокµ̂(Wi ) : µ̂(Wi ) =

I∑
k=1

n∑
j=1

bkjXkj , Eµ̂(Wi ) = Eµ(Wi ); bkj ∈ R

 .

Будемо її позначати
̂̂
µ(Wi )

одн
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Теорема

(Неоднорiдна) довiрча оцiнка
̂̂
µ(Wi ) та однорiдна довiрча

оцiнка
̂̂
µ(Wi )

одн

у простiй моделi Бюллмана мають вигляд

̂̂
µ(Wi ) = αX̄i + (1− α)µ0

̂̂
µ(Wi )

одн

= αX̄i + (1− α)X̄ ,

де

α =
n

n + σ2/τ2
, X̄k =

1

n

n∑
j=1

Xkj , X̄ =
1

nI

I∑
i=1

n∑
j=1

Xij
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Модель Бюлмана-Штрауба

Розглянемо ситуацiю, коли актуарiй має оцiнити ризики для
автомобiльного страхування вiдповiдальностi перед третiми
сторонами.

На основi певних характеристик ризику, ризики групують у рiзнi
класи (тарифнi позицiї), i тепер треба обчислити ризикову
премiю для кожного з цих класiв.
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Для кожного i-го класу ризику доступна така iнформацiя:
Sij – сукупна величина позовiв у роцi j ;
Vj – кiлькiсть рокiв перебування пiд ризиком у роцi j
(контракти, що були чинними протягом усього року,
рахують як 1, всi iншi – пропорцiйно часу);
Xij = Sij/Vj – середня величина позову за рiк перебування
пiд ризиком у роцi j ;
Nij – кiлькiсть позовiв у роцi j ;
Fij = Nij/Vj – частота позовiв у роцi j ;
Yij = Sij/Nij – середня величина позову у роцi j .
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Припустимо, що у простiй моделi Бюллмана кожен ризик
характеризується власним специфiчним параметром Wi .
Спостережимо, однак, що умова

D(Xij |Wi ) = σ2(Wi )

бiльше не є доречною. Дисперсiя має залежати вiд об’ємної
мiри Vij .
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Розглянемо спецiальний випадок, коли кожен ризик дiє
протягом повного року, тодi об’ємна мiра, тобто кiлькiсть рокiв
пiд ризиком, є цiлим числом. Зауважимо також, що у цьому
разi

Xij =
1

Vij

Vij∑
v=1

S
(v)
ij ,

де S
(v)
ij – сумарна величина позовiв вiд v -го ризику в класi i .

Оскiльки Xij є середнiм Vij ризикiв, якi можна вважати умовно
незалежними один вiд одного, то

D(Xij |Wi ) = σ2(Wi )/Vij .
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Рацiонально моделювати умовну дисперсiю обернено
пропорцiйно до вiдомої об’ємної мiри (тут – кiлькостi рокiв пiд
ризиком) й у випадку, коли Vij є сумою частин року пiд ризиком
(деякi контракти можуть дiяти лише частину j-го року).

Якщо нас цiкавить середня величина позову чи частота позовiв,
виникає такий самий тип поведiнки.
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Припущення моделi Бюллмана-Штрауба
Ризик i характеризується iндивiдуальним профiлем νi , який є
реалiзацiєю в.в. Wi , а також:

(БШ1) умовно за Wi в.в. Xij є незалежнi з

E(Xij |Wi ) = µ(Wi ), D(Xij |Wi ) =
σ2(Wi )

wij
.

(БШ2) Пари в.в. (W1,X1), . . . , (WI ,XI ) є незалежними, а
W1,W2, . . . є н.о.р. в.в.

Тут вжито ваговi коефiцiєнти wij замiсть об’ємної мiри Vij , щоб
пiдкреслити можливiсть iншої iнтерпретацiї.
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Теорема

(Неоднорiдна) довiрча оцiнка у моделi Бюллмана-Штрауба має
вигляд

̂̂
µ(Wi ) = αiXi + (1− αi )µ0 = µ0 + αi (Xi − µ0),

де

αi =
wi ·

wi ·+ σ2/τ2
, X̄i =

∑
j

wij

wi ·
Xij , wi · =

∑
j

wij .
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Теорема

За припущень (БШ1)-(БШ2) квадратичнi втрати довiрчої

оцiнки
̂̂
µ(W ) дорiвнюють

E
(
̂̂
µ(Wi )− µ(Wi )

)2

= (1− αi )τ
2

= αi
σ2

wi ·
.
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Теорема
Однорiдна довiрча оцiнка у моделi Бюллмана-Штрауба має
вигляд

̂̂
µ(Wi )

одн

= αiXi + (1− αi )̂̂µ0 = ̂̂µ0 + αi (Xi − ̂̂µ0),

де ̂̂µ0 =
I∑

i=1

αi

α·
Xi , α· =

I∑
i=1

αi

,
αi =

wi ·
wi ·+ σ2/τ2

.
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Теорема (Властивiсть балансу)

За припущень (БШ1)-(БШ2) для однорiдної довiрчої оцiнки у
моделi Бюллмана-Штрауба справедлива рiвнiсть

∑
i ,j

wij
̂̂
µ(Wi )

одн

=
∑
i ,j

wijXij .
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Теорема

За припущень (БШ1)-(БШ2) квадратичнi втрати однорiдної

довiрчої оцiнки
̂̂
µ(W )

одн

дорiвнюють

E

(
̂̂
µ(Wi )

одн

− µ(Wi )

)2

= (1− αi )τ
2

(
1 +

1− αi

α·

)
.
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