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ЗБIЖНIСТЬ СТОХАСТИЧНИХ IНТЕГРАЛIВ ДО НЕПЕРЕРВНОГО
ЛОКАЛЬНОГО МАРТИНГАЛА З УМОВНО НЕЗАЛЕЖНИМИ

ПРИРОСТАМИ
УДК 519.21

АНДРIЙ ЮРАЧКIВСЬКИЙ

Анотацiя. Нехай при кожному T > 0 тензорнозначний випадковий процес YT задається рiвнiстю
YT (t) =

∫ t
0 dZT (s) ⊗ ϑT (s), де ZT — Rd-значний локально квадратично iнтегровний мартингал

вiдносно деякої фiльтрацiї FT , а ϑT — Rd-значний FT -передбачуваний випадковий процес такий,
що при всiх t

∫ t
0 |ϑT (s)|2 d tr〈ZT 〉(s) < ∞. Знайдено умови, за яких (YT , 〈YT 〉) law−→ (Y, 〈Y 〉), де Y —

неперервний локальний мартингал з умовно незалежними вiдносно 〈Y 〉 приростами.
Abstract. Let, for each T > 0, a tensor-valued stochastic process YT be defined by

YT (t) =

∫ t

0
dZT (s) ⊗ ϑT (s),

where ZT is an Rd-valued locally square integrable martingale with respect to some filtration FT , and

ϑT is an Rd-valued FT -predictable stochastic process such that
∫ t
0
|ϑT (s)|2 d tr〈ZT 〉(s) < ∞ for all t.

Found are conditions under which (YT , 〈YT 〉) law−→ (Y, 〈Y 〉), where Y is a continuous local martingale
with conditionally independent given 〈Y 〉 increments.

Аннотация. Пусть при каждомT > 0 тензорнозначный случайный процесс YT задается равен-
ством YT (t) =

∫ t
0 dZT (s) ⊗ ϑT (s), где ZT — Rd-значный локально квадратично интегрируемый

мартингал относительно некоторой фильтрации FT , а ϑT — Rd-значный FT -предсказуемый слу-
чайный процесс такой, что при всех t

∫ t
0
|ϑT (s)|2 d tr〈ZT 〉(s) < ∞. Найдены условия, при которых

(YT , 〈YT 〉) law−→ (Y, 〈Y 〉), где Y — непрерывный локальный мартингал з условно независимыми
относительно 〈Y 〉 приращениями.

Вступ

Теореми про збiжнiсть за розподiлом послiдовностi семiмартингалiв до процесу з
умовно незалежними приростами — класика стохастичного аналiзу [1, 2]. У названих
монографiях, а також у статтях на цю тему (див., наприклад, [3]) накладається умо-
ва збiжностi передбачуваних характеристик за iмовiрнiстю. Це припущення не про-
сто обмежливе, а навiть неприродне при дослiдженнi збiжностi випадкових процесiв
за розподiлом, коли спiльного для всiх них iмовiрнiсного простору в постановцi зада-
чi немає, а передбачуванi характеристики граничного процесу випадковi. У роботi
[4] знайдено достатню умову асимптотичної незалежностi приростiв дограничних
процесiв (за припущення асимптотичної малостi їхнiх стрибкiв), у якiй не фiгурує
спiльний для всiх процесiв iмовiрнiсний простiр. У загальному випадку перевiри-
ти ту умову складно, але приклад 4.8 там же iлюструє ситуацiю, коли перевiрка не
становить труднощiв. Мета даної статтi — знайти для одного класу локально квадра-
тично iнтегровних мартингалiв загальнiшi нiж у тому прикладi i водночас ефектив-
но перевiрн́i достатнi умови асимптотичної незалежностi приростiв. Ця властивiсть
дограничних процесiв дозволить, спираючись на результати роботи [4], замiнити
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вимогу збiжностi квадратичних характеристик за iмовiрнiстю вимогою збiжностi за
розподiлом.
Скрiзь нижче T означає одну з двох множин — додатних дiйсних чисел або на-

туральних чисел. Пригадаймо, що довiльна функцiя на напрямленiй множинi (у
ролi якої в нас виступатиме T) називається напрямленiстю (net). Окремим випад-
ком напрямленостi є послiдовнiсть (функцiя на N). Розглядаючи напрямленiсть
(XT , T ∈ T) випадкових процесiв, вважаємо iмовiрнiснi простори взагалi кажучи
рiзними при рiзних T . Таким чином, у виразах, де фiгурує XT або YT , пiд P i E слiд
розумiти PT i ET вiдповiдно.
Усi вектори вважаємо, якщо не застережено супротивне, стовпчиками. Усi матри-

цi за умовчанням квадратнi. Норма вектора, позначувана як i модуль числа, — евклi-
дова, норма матрицi — операторна. Через Rd i Rd∗ позначаємо простори d-мiрних
вектор-стовпчикiв i вектор-рядкiв вiдповiдно, а через S i S+ клас усiх симетрич-
них квадратних матриць фiксованого, визначеного контекстом, розмiру з дiйсними
елементами i його пiдклас невiд’ємних (у спектральному розумiннi) матриць. Ком-
поненти вектор-рядкiв нумеруємо нижнiм iндексом, а вектор-стовпчикiв — верхнiм.
Оскiльки матрицi фiксованого розмiру є елементами скiнченновимiрного простору,
то в разi потреби розглядаємо їх як вектори, замiняючи знак норми знаком модуля.
Те саме стосується i розгляданих нижче тензорiв.
У статтi використовується апарат тензорної алгебри в обсязi § 24 [5] або § 23 i § 24

[6]. Операцiя тензорного множення тензорiв позначається ⊗. Зокрема, для (0, 1)-
тензорiв, або, що те саме, вектор-стовпчикiв, a ⊗ b = ab�. Читач, бажаючий зосе-
редитись на суто iмовiрнiсних аспектах мiркувань i висновкiв, може обiйтись без
тензорiв, як i взагалi без лiнiйної алгебри, якщо вважатиме розмiрностi d i p ниж-
че рiвними одиницi (тодi тензорне множення перетвориться на звичайне множення
чисел). Однак слiд мати на увазi, що оцiнка матричного параметра випадкового
процесу це випадковий тензор, а як функцiя вiд змiнної тривалостi спостерiгання —
тензорнозначний випадковий процес. Отже, якщо ми хочемо, щоб функцiональнi
граничнi теореми були придатними для дослiдження асимптотичних властивостей
оцiнок параметрiв (у тому числi матричних) випадкових процесiв, то обмежуватися
скалярним випадком не можна.
НехайXT , T ∈ T, i X —Rp-значнi або S-значнi випадковi процеси з траєкторiями

в скороходовому просторi D (тобто неперервнi справа процеси на R+ без розривiв
другого роду). Пишемо XT

D−→ X , якщо породженi процесами XT мiри на борелевiй
σ-алгебрi в D слабко збiгаються при T → ∞ до мiри, породженої процесом X . Якщо
при цьому X неперервний, то пишемо XT

C−→ X . Напрямленiсть (XT ) називається
вiдносно компактною (в. к.) в D (в C), якщо кожна її конфiнальна пiднапрямленiсть
мiстить, у свою чергу, збiжну у вiдповiдному розумiннi конфiнальну пiднапрямле-
нiсть. Збiжнiсть за розподiлом в Rp позначаємо d−→.
Для f ∈ D позначаємо Δf(t) = f(t) − f(t−);

∫ t2
t1
розумiємо як

∫
]t1,t2]

. Параметр
T служить для розрiзнення випадкових процесiв i нiколи не означає часову змiнну.
Останню записуємо в дужках пiсля символа процесу, як, наприклад, у формулi (1)
нижче. У записуваних за допомогою знака → асимптотичних спiввiдношеннях T
за умовчанням прямує до нескiнченностi.
Словосполуку “локально квадратично iнтегровний” скорочуємо до “л. к. i.”. Усi

л. к. i. мартингали вважаємо за умовчанням неперервними справа i маючими границi
злiва. Зважаючи на теорему 1.3.2 [7] це припущення не зменшує загальностi.
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Напрямленiсть (YT ) тензорнозначних випадкових процесiв, для якої ми знайдемо
умови збiжностi до процесу Y з умовно незалежними приростами, задається рiвнi-
стю

YT (t) =
∫ t

0

dZT (s) ⊗ ϑT (s), (1)

де при кожному T ZT —Rd-значний л. к. i. мартингал вiдносно деякого потоку (фiль-
трацiї) FT на iмовiрнiсному просторi (Ω,F , P), а ϑT — Rd-значний FT -передбачу-
ваний випадковий процес такий, що∫ t

0

|ϑT (s)|2 d tr〈ZT 〉(s) < ∞, t ∈ R+. (2)

Основнi результати — теореми 4–6 — стверджують не тiльки спiввiдношення YT
C−→

Y . Для дослiдження асимптотичних властивостей оцiнок параметрiв випадкових
процесiв iстотна вся сукупнiсть висновкiв теорем. Висновки не спираються на вище-
згадане неприродне припущення, а σ-алгебра, вiдносно якої прирости граничного
процесу умовно незалежнi, виникає так само в результатi граничного переходу i є
узагальненням σ-алгебри iнварiантних множин в ергодичнiй теоремi.

1. Пiдготовчi результати

Лема 1. Для всякої d × d-матрицi B ∈ S+

‖B‖ � tr B � d · ‖B‖.
Доведення. Норма дiйсної симетричної матрицi дорiвнює, як вiдомо, найбiльшому
з модулiв її власних чисел. �

Наслiдок 1. Для всякої d × d-матрицi A

trAA� � d · ‖A‖2.

Введемо в просторi чотиривалентних тензорiв норму так, щоб для довiльних ква-
дратних матриць матриць A i B було ‖A⊗B‖ = ‖A‖ ‖B‖. Iз цього задання i леми 1
випливає

Наслiдок 2. Нехай A i B — матрицi однакового розмiру, B ∈ S+. Тодi ‖A⊗B‖ �
‖A‖ trB.

Для матриць A i B пишемо A � B, якщо B − A ∈ S+.

Лема 2. Нехай D1(·) i D2(·) — вимiрнi матричнозначнi функцiї на ]t1, t2], iз яких
друга зростаюча i неперервна справа. Тодi∥∥∥∥

∫ t2

t1

dD2(s) ⊗ D1(s)
∥∥∥∥ �

∫ t2

t1

‖D1(s)‖ d tr D2(s)

за умови скiнченностi правої частини нерiвностi.

Доведення. Для кусково сталої D2(·) (тодi iнтеграли перетворюються на суми) це
випливає з наслiдку 2. Перехiд до загального випадку стандартний. �

Для довiльної матрицi A через A позначаємо вектор, утворений записаними один
пiд одним стовпчиками її.

Лема 3. Для всякої d × d-матрицi A |A| �
√

d ‖A‖.
Доведення. Позначивши i-й стопчик матрицi через ai, напишемо очевидну нерiв-
нiсть

∑ |ai|2 = trAA�. Залишається скористатися наслiдком 1. �

Замiсть YT пишемо Y T . Наступне твердження очевидне.
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Лема 4. Нехай при кожному T > 0 YT — (0, 2)-тензорнозначний л. к. i. мар-
тингал. Припустимо, що iснує векторнозначний л. к. i. мартингал X такий, що
(Y T , 〈Y T 〉) D−→ (X, 〈X〉). Тодi (YT , 〈YT 〉) D−→ (Y, 〈Y 〉), де Y – (0, 2)-тензорнозначний
л. к. i. мартингал такий, що Y = X.

Позначимо � лiнiйну операцiю в просторi чотиривалентних тензорiв, дiючу за
правилом

(a1 ⊗ a2 ⊗ a3 ⊗ a4)� = a1 ⊗ a3 ⊗ a2 ⊗ a4.

Якщо Z1 i Z2 — тензорнозначнi л. к. i. мартингали, то компенсатор процесу Z1 ⊗Z2

позначаємо 〈Z1, Z2〉. Замiсть 〈Z, Z〉 пишемо 〈Z〉.
Лема 5. Нехай Z — Rd-значний л. к. i. мартингал вiдносно потоку σ-алгебр F =
(F(t), t ∈ R+), а ϑ — Rd-значний F-передбачуваний випадковий процес такий, що
для кожного t

∫ t

0
|ϑ(s)|2 d tr〈Z〉(s) < ∞. Тодi:

1) для кожного t iснує стохастичний iнтеграл Y (t) ≡ ∫ t

0
dZ(s) ⊗ ϑ(s);

2) Y — л. к. i. мартингал iз квадратичною характеристикою

〈Y 〉(t) =
(∫ t

0

d〈Z〉(s) ⊗ ϑ(s)⊗2

)�

; (3)

3) tr 〈Y 〉 (t) =
∫ t

0 |ϑ(s)|2 d tr〈Z〉(s).
Доведення. У випадку d = 1 першi два твердження є складовими частинами те-
ореми I.4.40 [2]. Очевидно, перше твердження залишається в силi i в загальному
випадку. Так само очевидно, що й при d > 1 процес Y буде л. к. i. мартингалом, раз
це справджується при d = 1.
При довiльному d друге твердження справджується для iнтеграндiв виду

υ(t) = α0I{0}(t) +
m∑

i=1

αiI]si−1,si](t),

де 0 = s0 < · · · < sm i при кожному i ∈ {0, . . . , m} αi —Rd-значна F(s(i−1)+)-вимiрна
випадкова величина. Справдi, в цьому випадку

Y (t) =
m∑

i=1

(Z(si ∧ t) − Z(si−1 ∧ t)) ⊗ αi,

Y ⊗2(t) =

⎛
⎝ m∑

i,j=1

((Z(si ∧ t) − Z(si−1 ∧ t)) ⊗ (Z(sj ∧ t) − Z(sj−1 ∧ t))) ⊗ αi ⊗ αj

⎞
⎠

�

,

звiдки

〈Υ〉(t) =

(
m∑

i=1

(〈Z〉(si ∧ t) − 〈Z〉(si−1 ∧ t)) ⊗ α⊗2
i

)�

.

А це не що iнше, як рiвнiсть (3) для такого ϑ. Перехiд до загального випадку стан-
дартний.
За побудовою вектор Y (t) складається iз записаних один пiд одним стовпчикiв∫ t

0
ϑ(s) dZ1(s), . . . ,

∫ t

0
ϑ(s) dZd(s), де Zi — i-та компонента векторного процесу Z. Тому

d2 × d2-матриця 〈Y 〉 (t) складається з d2 блокiв
∫ t

0
ϑ(s)⊗2 d〈Zi, Zj〉(s) розмiру d × d.

Отже,

tr 〈Y 〉 (t) =
d∑

i=1

∫ t

0

trυ(s)⊗2 d〈Zi〉(s).

Щоб вивести звiдси третє твердження леми, достатньо зауважити, що для довiль-
ного x ∈ Rd trx⊗2 = |x|2. �
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Записавши для довiльних a, b ∈ Rd i u, v ∈ Rd∗ очевиднi рiвностi

(ua)(vb) = uab�v� = u(a ⊗ b)v�

i повторивши з очевидними змiнами доведення леми 5, доходимо такого висновку.

Лема 6. Нехай ζ — Rd-значний л. к. i. мартингал вiдносно потоку σ-алгебр F =
(F(t), t ∈ R+), а ψ — Rd∗-значний F-передбачуваний випадковий процес такий, що
для кожного t

∫ t

0 |ψ(s)|2 d tr〈ζ〉(s) < ∞. Тодi:
1) для кожного t iснує стохастичний iнтеграл Ψ(t) ≡ ∫ t

0 ψ(s) dζ(s);
2) Ψ — л. к. i. мартингал вiдносно F iз квадратичною характеристикою

〈Ψ〉(t) =
∫ t

0

ψ(s) d〈ζ〉(s)ψ(s)� .

Наслiдок 3. Нехай ζ, ψ, Ψ такi, як у лемi 6, i нехай η(t) =
∫ t

0 χ(s)ψ(s) dζ(s), де χ
– F-передбачуваний [0, 1]-значний випадковий процес. Тодi для будь-яких t2 > t1 � 0

〈η〉(t2) − 〈η〉(t1) � 〈Ψ〉(t2) − 〈Ψ〉(t1).
Позначимо Π(t, c) = {(t1, t2) : (t2 − c)+ � t1 < t2 � t} i пригадаємо вiдомий

критерiй вiдносної компактностi в C (див., наприклад, реченець (Proposition) VI.3.26
у [2] разом iз поясненнями VI.3.25 i VI.3.9 там же).

Теорема 1. Для того щоб напрямленiсть (ξT , T ∈ T) випадкових процесiв iз тра-
єкторiями в D була в. к. в C, необхiдно i достатньо, щоб для всiх додатних t i ε
справджувалися спiввiдношення

lim
L→∞

lim
T→∞

P

{
sup
s�t

|ξT (s)| > L

}
= 0,

lim
c→0

lim
T→∞

P

{
sup

(t1,t2)∈Π(t,c)

|ξT (t2) − ξT (t1)| > ε

}
= 0.

(У лiтературi цю теорему формулюють i доводять для випадку T = N, до якого
випадок T = {T ∈ R : T > 0} зводиться очевидним чином).
Наслiдок 4 (з теореми 1 i леми 1). Вiдносна компактнiсть у C напрямленостi
(VT ) зростаючих неперервних справа S-значних випадкових процесiв рiвносильна
цiй же властивостi напрямленостi (tr VT ).

Iз теореми 1, леми 2 i очевидної рiвностi |ϕT (s)|2 � N2 + |ϕT (s)|2I{|ϕT (s)| > N}
одержуємо

Наслiдок 5. Нехай при кожному T ∈ T випадковий процес UT задається рiвнiстю

UT (t) =
∫ t

0

dHT (s) ⊗ ϕT (s)⊗2, (4)

де HT — зростаючий неперервний справа S-значний випадковий процес, а ϕT —
Rd-значний вимiрний випадковий процес. Припустимо, що напрямленiсть (trHT )
в. к. в C i для всiх додатних ε, t

lim
N→∞

lim
T→∞

P

{∫ t

0

|ϕT (s)|2I{|ϕT (s)| > N} d trHT (s) > ε

}
= 0. (5)

Тодi напрямленiсть (UT ) теж в. к. в C.
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Позначимо S = {(s, t) ∈ R2 : 0 < s < t}. Нехай (Θ, E) — вимiрний простiр, а
H ≡ (H(t), t ∈ R+) — фiльтрацiя на iмовiрнiсному просторi (Ω,F , P) (який може
залежати вiд T ). НазвемоΘ-значну випадкову функцiю κ на S×Θ рiвномiрно (H, E)-
узгодженою, якщо для будь-яких t > s > 0 випадкова функцiя κ(s, t, ·) змiнної θ ∈ Θ
H(s) ⊗ E-вимiрна по (ω, θ) ∈ Ω × Θ.
Борелеву σ-алгебру в метричному просторi X позначаємо B(X).

Лема 7. Нехай при кожному T ∈ T QT — FT -узгоджений випадковий процес зi
значеннями в деякому метричному просторi (X, �). Припустимо, що iснує сiм’я
{κ

r
T , r > 0, T ∈ T} X-значних випадкових функцiй на S × X така, що кожна κ

r
T

рiвномiрно (FT ,B(X))-узгоджена i для будь-яких t > s > 0, ε > 0

lim
r→0

lim
T→∞

P
{
�
(
QT (t), κr

T (s, t, QT (s))
)

> ε
}

= 0. (6)

Тодi для будь-яких t > s > 0 i обмеженої рiвномiрно неперервної функцiї f : X → R

E(f(QT (t)) | FT (s)) − f(QT (t)) P−→ 0. (7)

Доведення. Зафiксувавши t > s > 0 i обмежену рiвномiрно неперервну функцiю на
X, позначимо qr

T = κ
r
T (s, t, QT (s)), γr

T = f(QT (t))−f(qr
T ). Iз (6) i очевидної нерiвностi

Eγr
T � 2‖f‖∞P{�(QT (t), qr

T ) > ε} + sup
�(x,y)�ε

|f(x) − f(y)|

маємо
lim
r→0

lim
T→∞

E |γr
T | = 0 (8)

i тим бiльше для будь-яких σ-алгебр GT ⊂ FT

lim
r→0

lim
T→∞

E |E (γr
T | GT )| = 0.

Зважаючи на FT -узгодженiстьQT i рiвномiрну (FT ,B(X))-узгодженiсть κ
r
T випадко-

ва величина qr
T FT (s)-вимiрна, тож при GT = FT (s) останнє спiввiдношення перетво-

рюється на
lim
r→0

lim
T→∞

E|E(f(QT (t)) | FT (s)) − f(qr
T )| = 0.

Зiставивши це з (8), одержимо

lim
T→∞

E|E(f(QT (t)) | FT (s)) − f(QT (t))| = 0,

що є еквiвалентною формою (7). �

Позначимо gr(x) = (|x| ∨ r) sgn x, hr(x) = (|x| ∨ r)−1 sgnx, x ∈ R, r > 0.

Лема 8. Нехай (RT ) i (UT ) — напрямленостi R-значних i, вiдповiдно, Rp-значних
випадкових процесiв, а (ΞT ) – напрямленiстьRp-значних випадкових величин такi,
що при всiх t > 0

lim
L→∞

lim
T→∞

P{|RT (t)| > L} = 0, (9)

lim
r→0

lim
T→∞

P{|RT (t)| � r} = 0, (10)

UT (t) − ΞT RT (t) P−→ 0. (11)

Тодi для будь-яких t > s > 0 i ε > 0

lim
r→0

lim
T→∞

P{|UT (t) − gr(RT (t))hr(RT (s))UT (s)| > ε} = 0. (12)
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Доведення. Позначимо JT (t) = UT (t)/RT (t) (якщо RT (t) �= 0). Очевидно,

UT (t) − gr(RT (t))hr(RT (s))UT (s) = RT (t)(JT (t) − JT (s)) при |RT (t)| ∧ |RT (s)| � r.

Тому
{|UT (t) − gr(RT (t))hr(RT (s))UT (s)| > ε}

⊂ {|RT (t)| � r} ∪ {|RT (s)| � r} ∪ {|RT (t)| |JT (t) − JT (s)| > ε} ∩ {|RT (t)| > r}
∩ {|RT (s)| > r}.

При цьому, очевидно, для будь-якого L > 0

{|RT (t)| |JT (t) − JT (s)| > ε} ⊂ {|RT (t)| > L} ∪ {|JT (t) − JT (s)| > ε/L}.
Отже, для будь-яких t > s > 0 i додатних ε, r, L

P{|UT (t) − gr(RT (t))hr(RT (s))UT (s)| > ε}
� P{|RT (t)| � r} + {|RT (s)| � r} + P{|RT (t)| > L}

+ P{|JT (t) − ΞT | > ε/2L, |RT (t)| > r}
+ P{|JT (s) − ΞT | > ε/2L, |RT (s)| > r},

вiдтак, з огляду на (9) i (10), достатньо показати, що для будь-яких додатних t, δ i
r

lim
T→∞

P{|JT (t) − ΞT | > δ, |RT (t)| > r} = 0.

А це випливає з (11) i очевидного включення {|RT (t)| > r} ∩ {|JT (t) − ΞT | > δ} ⊂
{|UT (t) − ΞT RT (t)| > rδ}. �

Аналогiчно i значно простiше доводиться

Лема 9. Нехай (RT ) i (UT ) — напрямленостi R-значних i, вiдповiдно, Rp-значних
випадкових процесiв, а (ΞT ) – напрямленiстьRp-значних випадкових величин такi,
що при всiх t > 0 справджуються спiввiдношення (9) i (11). Припустимо також,
що RT (t) �= 0 при всiх t > 0 i достатньо великих T ∈ T. Тодi для будь-яких t > s > 0
i ε > 0

UT (t) − RT (t)RT (s)−1UT (s) P−→ 0.

2. Загальнi теореми про асимптотичну умовну незалежнiсть приростiв
л. к. i. мартингалiв

У цьому роздiлi двi теореми роботи [4] переформульовано в зручнiшiй для застосу-
вання формi. У доведеннi основних результатiв використовується тiльки друга, а
перша допомагає краще зрозумiти смисл ключового припущення, яке формулюється
так:

A. Iснує сiм’я {φr
T , r > 0, T ∈ T} S+-значних випадкових функцiй на S × S+

така, що кожна φr
T рiвномiрно (FT ,B(S+))-узгоджена i для будь-яких t >

s > 0, ε > 0

lim
r→0

lim
T→∞

P{‖〈XT 〉(t) − φr
T (s, t, 〈XT 〉(s))‖ > ε} = 0.

Теорема 2. Нехай при кожному T ∈ T XT , X1
T , X2

T , . . . — Rp-значнi л. к. i. мартин-
гали вiдносно потоку FT = (FT (t), t ∈ R+). Припустимо таке: виконано умову A;
напрямленiсть (tr〈XT 〉, T ∈ T) в. к. в C; для всiх t2 > t1 � 0, m ∈ N, z ∈ Rp∗

〈zXm
T 〉 (t2) − 〈zXm

T 〉 (t1) ≤ 〈zXT 〉(t2) − 〈zXT 〉(t1); (13)

для будь-яких t > 0, ε > 0 i m ∈ N

lim
T→∞

E max
s�t

|ΔXm
T (s)|2 = 0, (14)
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lim
l→∞

lim
T→∞

P
{
tr

〈
X l

T − XT

〉
(t) > ε

}
= 0. (15)

Тодi для всiх n ∈ N, z1, . . . , zn ∈ Rp∗ i tn > · · · > t1 > t0 � s > 0

E

⎛
⎝exp

{
i

n∑
j=1

zj (XT (tj) − XT (tj−1))
} ∣∣∣∣ FT (s)

⎞
⎠

− exp
{
−1

2

n∑
j=1

zj (〈XT 〉(tj) − 〈XT 〉(tj−1)) z�j

}
P−→ 0.

(16)

Доведення. За наслiдком 4 напрямленiсть (〈XT 〉, T ∈ T) в. к. в C, раз цю властивiсть
має (tr〈XT 〉, T ∈ T). Лема 7 стверджує, що A тягне за собою спiввiдношення

E(F (〈zXT 〉(t))|FT (s)) − F (〈zXT 〉(t)) P−→ 0 (17)

для довiльних t > s > 0, z ∈ Rd∗ i обмеженої рiвномiрно неперервної функцiї F ,
вiдтак висновок теореми для випадку T = N випливає з теореми 4.6 [4].
За вже доведеним для всякої необмежено зростаючої послiдовностi (Tk, k ∈ N)

додатних дiйсних чисел i всiх n ∈ N, z1, . . . , zn ∈ Rp∗, tn > · · · > t1 > t0 � s > 0
справджується спiввiдношення (16), в якому T прямує до нескiнченностi, пробiгаючи
множину {Tk} замiсть N. Звiдси очевидним чином випливає твердження теореми
для випадку T = {T ∈ R : T > 0}. �

Теорема 3. Нехай при кожному T ∈ T XT , X1
T , X2

T , . . . — Rp-значнi л. к. i. мартин-
гали вiдносно потоку FT . Припустимо таке: виконано умови A, (13)–(15);

lim
L→∞

sup
l

lim
T→∞

P
{∣∣X l

T (0)
∣∣ > L

}
= 0;

для будь-яких ε > 0, t > 0

lim
l→∞

lim
T→∞

P
{∣∣X l

T (0) − XT (0)
∣∣ > ε

}
= 0;

iснують заданi на спiльному iмовiрнiсному просторiRp-значна випадкова величина
X̊ i S+-значний випадковий процес H такi, що

(XT (0), 〈XT 〉) C−→
(
X̊, H

)
. (18)

Тодi (XT , 〈XT 〉) C−→ (X, H), де X — неперервний локальний мартингал iз почат-
ковим значенням X̊ i квадратичною характеристикою H такий, що для всiх n ∈
N, tn > · · · > t0 � 0, z1, . . . , zn ∈ Rp∗

E

⎛
⎝exp

{
i

n∑
j=1

zj(X(tj) − X(tj−1))
} ∣∣∣∣ X̊, H(·)

⎞
⎠ = exp

{
−1

2

n∑
j=1

zj(H(tj)−H(tj−1))z�j

}
.

(19)

Доведення. Записавши нерiвнiсть (13) у виглядi

z (〈Xm
T 〉 (t2) − 〈Xm

T 〉 (t1)) z� � z(〈XT 〉(t2) − 〈XT 〉(t1))z�,

зафiксувавши ортонормований базис e1, . . . , ep в Rp∗, поклавши по черзi z = e1, . . . ,
z = ep i просумувавши цi p нерiвностей, дiстанемо

tr (〈Xm
T 〉 (t2) − 〈Xm

T 〉 (t1)) � tr(〈XT 〉(t2) − 〈XT 〉(t1)). (20)

Далi мiркуємо для T = N (випадок T = {T ∈ R : T > 0} зводиться до цього так
само, як у доведеннi теореми 2).
Згiдно з лемою 7 умова A тягне за собою (17).
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Послiдовнiсть (〈XT 〉, T ∈ N) в. к. в C внаслiдок (18). Звiдси i з (20) маємо за
теоремою 1

lim
L→∞

sup
l

lim
T→∞

P
{
tr

〈
X l

T

〉
(t) > L

}
= 0,

lim
c→0

sup
l

lim
T→∞

P

{
sup

(t1,t2)∈Π(t,c)

tr
(〈

X l
T

〉
(t2) −

〈
X l

T

〉
(t1)

)
> ε

}
= 0

для всiх додатних t i ε. Отже, виконано всi умови теореми 5.6 [4] (три ми щой-
но перевiрили, а iншi шiсть постулювали), а значить справджується й висновок її,
спiвпадаючий з висновком теореми, яку ми доводимо. �

Зауваження 1. Очевидно, властивiсть (19) Rp-значного процесу X рiвносильна та-
кiй парi властивостей:

(i) X має умовно незалежнi, вiдносно X̊, H(·) прирости;
(ii) для будь-яких t > s � 0 i z ∈ Rp∗

E
(
eiz(X(t)−X(s))

∣∣∣ X̊, H(·)
)

= e−z(〈X〉(t)−〈X〉(s))z�/2.

3. Основнi результати

У теоремi 4 використовується позначення

UT (t) =
∫ t

0

d〈ZT 〉(s) ⊗ ϑT (s)⊗2, (21)

а припущення A видозмiнюється так:

B. Iснує сiм’я {κ
r
T , r > 0, T ∈ T} Rd4

-значних випадкових функцiй така, що
кожна κ

r
T рiвномiрно (FT ,B(Rd4

)-узгоджена i будь-яких t > s > 0, ε > 0

lim
r→0

lim
T→∞

P{|UT (t) − κ
r
T (s, t, UT (s))| > ε} = 0. (22)

Теорема 4. Нехай при кожному T > 0 випадковий процес YT задається рiв-
нiстю (1), де ZT — Rd-значний л. к. i. мартингал вiдносно потоку FT , а ϑT —
задовольняючий умову (2) Rd-значний FT -передбачуваний випадковий процес. При-
пустимо таке: для будь-яких додатних t i ε

lim
T→∞

E max
s�t

|ΔZT (s)|2 = 0, (23)

lim
N→∞

lim
T→∞

P

{∫ t

0

|ϑT (s)|2I{|ϑT (s)| > N} d tr〈ZT 〉(s) > ε

}
= 0; (24)

заданi рiвнiстю (21) випадковi процеси UT задовольняють умову B; iснує Rd4
-

значний випадковий процес G такий, що

〈YT 〉 C−→ G. (25)

Тодi: (YT , 〈YT 〉) C−→ (Y, 〈Y 〉), де Y — неперервний локальний мартингал iз почат-
ковим значенням O (нульовий тензор) i квадратичною характеристикою 〈Y 〉 = G;
процес Y має умовно незалежнi вiдносно G прирости; для будь-яких t > s � 0,
z ∈ Rd2∗

E
(
eiz(Y (t)−Y (s))

∣∣∣ 〈Y 〉(·)
)

= e−z(〈Y 〉(t)−〈Y 〉(s))z�/2.
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Доведення. Позначимо

Y m
T (t) =

∫ t

0

dZT (s) ⊗ ϑT (s)I{|ϑT (s)| � m},

XT = Y T , Xm
T = Y m

T . За лемою 5 〈YT 〉 = U �
T , тож B тягне за собою A. Покажемо,

що процеси XT , X1
T , X2

T , . . . задовольняють i решту умов теореми 3.
Двi стосовнi початкових значень умови в даному разi тривiальнi, оскiльки всi

процеси стартують iз нуля.
За побудовою

ΔY m
T (s) = ΔZT (s) ⊗ ϑT (s)I{|ϑT (s)| � m},

звiдки за лемою 3 |ΔY m
( s)|2 � m2d · |ΔZT (s)|2, що разом iз (23) дає (14).

Так само за побудовою

Y l
T (t) − YT (t) =

∫ t

0

dZT (s) ⊗ ϑT (s)I{|ϑT (s)| > l},

звiдки за лемою 5

tr
〈
X l

T − XT

〉
(t) =

∫ t

0

|ϑT (s)|2I{|ϑT (s)| > l} d tr〈ZT 〉(s),

вiдтак (24) спричинюється до (15).
Щоб перевiрити (13), подамо z ∈ Rd2∗ у виглядi z = (z1 . . . zd), де

zk = (zk1 . . . zkd) ∈ Rd∗.

За побудовою вектор XT (t) складається iз записаних один пiд одним стовпцiв∫ t

0

dZ1(s)ϑ(s), . . . ,

∫ t

0

dZd(s)ϑ(s),

де Zi — i-та компонента Z. Тому

zXT (t) =
∫ t

0

d(z1Z1 + · · · + zdZd)ϑ(s),

або, рiвносильно, zXT (t) =
∫ t

0 ψ(s) dζ(s), де ψ = ϑ�, ζ = z�1 Z1 + · · · + z�d Zd. Iз таких
же мiркувань zXm

T (t) =
∫ t

0 ψ(s)I{|ϑT (s)| � m} dζ(s). Тепер (13) випливає з (2) за
наслiдком 3.
Оскiльки XT = Y T , то, зважаючи на (25), iснує S+-значний випадковий процес

H такий, що 〈XT 〉 C−→ H (у координатному записi G(t) i H(t) мають однаковi за
складом, але по-рiзному згрупованi набори координат). Тодi за теоремою 3, умови
якої ми перевiрили, (XT , 〈XT 〉) C−→ (X, H), де X — неперервний локальний мартин-
гал iз 〈X〉 = H . Звiдси маємо за лемою 4 (YT , 〈YT 〉) C−→ (Y, G), де Y — Rd2

-значний
неперервний локальний мартингал такий, що Y = X i 〈Y 〉 = G. Цим доведено перше
твердження теореми. Друге й третє випливають iз теореми 3 i зауваження 1. �

Щоб полегшити читачевi розумiння власне iмовiрнiсного змiсту теореми 4, сфор-
мулюю не потребуючу окремого доведення видозмiну її, в якiй процеси ϑT скалярнi,
так що тензорнi конструкцiї не виникають.

Теорема 5. Нехай при кожному T > 0 випадковий процес YT задається рiвнiстю
YT (t) =

∫ t

0 ϑT (s) dZT (s), де ZT — Rd-значний л. к. i. мартингал вiдносно потоку
FT , а ϑT — задовольняючий умову (2) R-значний FT -передбачуваний випадковий
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процес. Припустимо таке: для будь-яких додатних t i ε виконано умови (23) i
(24); заданi рiвнiстю

UT (t) =
∫ t

0

ϑT (s)2 d〈ZT 〉(s)

випадковi процеси UT задовольняють умову B; iснує Rd2
-значний випадковий про-

цес U такий, що UT
C−→ U .

Тодi: (YT , 〈YT 〉) C−→ (Y, 〈Y 〉), де Y — неперервний локальний мартингал iз почат-
ковим значенням 0 i квадратичною характеристикою 〈Y 〉 = U ; процес Y має умов-
но незалежнi вiдносно U прирости; для будь-яких t > s � 0, z ∈ Rd∗

E
(

eiz(Y (t)−Y (s))
∣∣∣ U(·)

)
= e−z(U(t)−U(s))z�/2.

Далi до самого кiнця iмовiрнiсний простiр не залежить вiд T .

Лема 10. Нехай при кожному T ∈ T випадковий процес UT задається рiвностями

UT (t) =
1
T

∫ Tt

0

ρT

( s

T

)
dΦ(s), (26)

Φ(t) =
∫ t

0

dH(s) ⊗ ϕ(s)⊗2, (27)

де ρT i ϕ — вимiрнi випадковi процеси (R-значний i Rd-значний), а H — зростаю-
чий неперервний справа S-значний випадковий процес. Припустимо таке:

lim
L→∞

lim
T→∞

P

{∫ T

0

|ϕ(s)|2 d tr H(s) > TL

}
= 0; (28)

процеси ρT неперервнi справа i мають границi злiва; для будь-яких t > 0 i ε > 0

lim
L→∞

lim
T→∞

P

{
sup
s�t

|ρT (s)| > L

}
= 0, (29)

lim
c→0

lim
T→∞

P

{
sup

(t′,t′′)∈Π(t,c)

|ρT (t′) − ρT (t′′)| > ε

}
= 0; (30)

iснує напрямленiсть (ΞT ) випадкових тензорiв така, що при всiх t > 0

T−1Φ(T t) − ΞT t
P−→ O. (31)

Тодi при всiх t справджується спiввiдношення (11), де RT (t) =
∫ t

0 ρT (τ) dτ .

Доведення. Для довiльного розбиття 0 = t0 < · · · < tm = t вiдрiзка [0, t] позначимо

ψT,m(t1, . . . , tm) =
1
T

m∑
k=1

∫ Ttk

Ttk−1

(
ρT

( s

T

)
− ρT (tk)

)
dΦ(s),

χT,m(t1, . . . , tm) =
m∑

k=1

ρT (tk)
(
T−1Φ(T tk) − ΞT tk − (

T−1Φ(T tk−1) − ΞT tk−1

))
,

αT,m(t1, . . . , tm) = max
0<k�m

sup
tk−1�τ<tk

|ρT (τ) − ρT (tk)|,

βT,m(t1, . . . , tm) =
m∑

k=1

ρT (tk)(tk − tk−1) − RT (t)

i запишемо на пiдставi (26) i (27)

UT (t) − ΞT RT (t) = ψT,m(t1, . . . , tm) + χT,m(t1, . . . , tm) + ΞT βT,m(t1, . . . , tm). (32)
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Зважаючи на (31) i (29)

χT,m(t1, . . . , tm) P−→ O. (33)

За лемою 2 ∥∥∥∥∥
∫ Ttk

Ttk−1

(
ρT

( s

T

)
− ρT (tk)

)
dH(s) ⊗ ϕ(s)⊗2

∥∥∥∥∥
�

∫ Ttk

Ttk−1

∣∣∣ρT

( s

T

)
− ρT (tk)

∣∣∣ |ϕ(s)|2 d tr H(s),

тож
|ψT,m(t1, . . . , tm)| � αT,m(t1, . . . , tm)V (T t)/T, (34)

де V (t) =
∫ t

0
|ϕ(s)|2 d tr H(s). За тiєю ж лемою ‖Φ(t)‖ � V (t), звiдки з урахуванням

(28) i (31) одержуємо
lim

N→∞
lim

T→∞
P {‖ΞT ‖ > N} = 0. (35)

Iз (32)–(34) i очевидних включень

{αT,m(t1, . . . , tm)V (T t)/T � c} ⊂ {V (T t) > TN} ∪ {αT,m(t1, . . . , tm) � c/N},
{‖βT,m(t1, . . . , tm)ΞT ‖ � c} ⊂ {‖ΞT‖ > N} ∪ {/βT,m(t1, . . . , tm)/ � c/N}

маємо для довiльного ε > 0

lim
T→∞

P{‖UT (t) − ΞT RT (t)‖ � ε}
� lim

T→∞
P{V (T t) > TN} + lim

T→∞
P {‖ΞT ‖ > N}

+ lim
T→∞

P{αT,m(t1, . . . , tm) � ε/3N}+ lim
T→∞

P{βT,m(t1, . . . , tm) � ε/3N},
що спiльно з (28)–(30) i (35) очевидним чином зумовлює (11). �

Наслiдок 6 (iз лем 8 i 10). Нехай виконано умови леми 10 i, для будь-якого t > 0,
умову (10), де RT (t) =

∫ t

0 ρT (τ) dτ . Тодi для будь-яких t > s > 0 i ε > 0 справджу-
ється рiвнiсть (12).

Випадковий процес, значення якого в усi моменти часу – F(0)-вимiрнi випадковi
величини, назвемо F

0-узгодженим.

Теорема 6. Нехай випадковi процеси YT i RT задаються рiвностями

YT (t) =
1√
T

∫ Tt

0

σT

( s

T

)
dM(s) ⊗ ϕ(s) (36)

i

RT (t) =
∫ t

0

σT (s)2 ds,

де σT – F
0-узгоджений R-значний випадковий процес з траєкторiями в D, M —

Rd-значний л. к. i. мартингал вiдносно потоку F = (F(t), t ∈ R+), а ϕ – Rd-значний
F-передбачуваний випадковий процес такий, що∫ t

0

|ϕ(s)|2 d tr〈M〉(s) < ∞, t ∈ R+. (37)

Припустимо таке:
lim

L→∞
lim

T→∞
P {tr〈M〉(T ) > TL} = 0, (38)

lim
T→∞

T−1E max
s�T

|ΔM(s)|2 = 0; (39)
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для будь-якого ε > 0

lim
N→∞

lim
T→∞

P

{∫ T

0

|ϕ(s)|2I{|ϕ(s)| > N} d tr〈M〉(s) > Tε

}
= 0; (40)

напрямленiсть (σ2
T ) в. к. в C; iснує напрямленiсть (ΞT ) випадкових тензорiв така,

що при всiх t > 0

1
T

∫ Tt

0

d〈M〉(s) ⊗ ϕ(s)⊗2 − ΞT t
P−→ O; (41)

iснують заданi на спiльному iмовiрнiсному просторi випадковий тензор Ξ i число-
вий випадковий процес R такi, що для будь-яких l ∈ N, t1, . . . , tl ∈ R+

(ΞT , RT (t1), . . . , RT (tl))
d−→ (Ξ, R(t1), . . . , R(tl)) (42)

i для кожного t > 0

P{R(t) = 0} = 0. (43)

Тодi: (YT , 〈YT 〉) C−→ (Y, 〈Y 〉), де Y — неперервний локальний мартингал iз почат-
ковим значенням O i квадратичною характеристикою 〈Y 〉(t) = Ξ�R(t); процес Y
має умовно незалежнi вiдносно (Ξ, R(·)) (а значить i вiдносно 〈Y 〉(·)) прирости;
для будь-яких t > s � 0, z ∈ Rd2∗

E
(
eiz(Y (t)−Y (s))

∣∣∣ 〈Y 〉(·)
)

= e−z(〈Y 〉(t)−〈Y 〉(s))z�/2.

Доведення. Рiвнiсть (36) це окремий випадок (1) (ZT (s) = M(Ts)/
√

T , ϑT (s) =
ρT (s)ϕ(Ts)), тому достатньо перевiрити умови теореми 4 для таких ZT , ϑT i для
FT (t) = F(T t).
Очевидно, умова (23) в даному разi рiвносильна (39).
Позначимо ρT = σ2

T , SN
T (t) =

∫ t

0
|ϑT (s)|2I{|ϑT (s)| > N} d tr〈ZT 〉(s). За припущен-

ням процеси σT не мають розривiв другого роду, а значить обмеженi на кожному
скiнченному промiжку. Тому (37) зумовлює (2). Напрямленiсть (ρT ), будучи вiднос-
но компактною в C, задовольняє за теоремою 1 умови (29) i (30). Пiдставивши в
останню рiвнiсть наведенi вище вирази ϑT (s) i ZT (s), перетворимо її до вигляду

SN
T (t) =

1
T

∫ Tt

0

∣∣∣ρT

( τ

T

)∣∣∣ |ϕ(s)|2I
{∣∣∣σT

( τ

T

)∣∣∣ |ϕ(s)| > N
}

d tr〈M〉(s).

Звiдси маємо

{∣∣SN
T (t)

∣∣>ε
} ⊂

{
sup
s�t

|ρT (s)|>L

}
∪

{∫ Tt

0

|ϕ(s)|2I
{
|ϕ(s)| >

N√
L

}
d tr〈M〉(s)>Tε

}
,

пiсля чого (24) випливає з (40) i (29)
Iз (36) маємо за лемою 5 〈YT 〉 = U �

T , де

UT (t) =
1
T

∫ Tt

0

ρT

( s

T

)
d〈M〉(s) ⊗ ϕ(s)⊗2. (44)

Покажемо, що UT
C−→ ΞR (i, таким чином, виконано умову (25) iз G = Ξ�R).

Вiдносна компактнiсть (ρT ) в C зумовлює, очевидно, таку ж властивiсть напрям-
леностi (RT ). Таким чином, щоб вивести стверджуване спiввiдношення з (42), до-
статньо встановити (11).
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Очевидно, для будь-якого N > 0 |ϕ(s)|2 � |ϕ(s)|2I{|ϕ(s)| > N} + N2. Тому при
L > 1

lim
T→∞

P

{∫ T

0

|ϕ(s)|2 d tr〈M〉(s) > TL

}

� P{tr〈M〉(T ) > TL/N2} + lim
T→∞

P

{∫ T

0

|ϕ(s)|2I{|ϕ(s)| > N} d tr〈M〉(s) > T

}
,

що спiльно з (38) i (40) зумовлює (28) для H = 〈M〉. Умови (29) i (30) перевiрено
вище, а умова (31) в даному разi рiвносильна (41), оскiльки (44) це те саме, що
(26)& (27) з H = 〈M〉. Тепер (11) випливає з леми 10, всi умови якої ми перевiрили.
За теоремою Александрова спiввiдношення RT (t) d−→ R(t) (складова частина

умови (42)) тягне за собою limT→∞ P{RT (t) � r} � P{R(t) � r}. Звiдси
lim
r→0

lim
T→∞

P{RT (t) � r} � P{R(t) = 0},
що спiльно з (43) зумовлює (10). Тепер наслiдок 6, усi умови якого ми перевiрили,
стверджує спiввiдношення (12), або, що те саме, (22) iз

κ
r
T (s, t, x) = gr(RT (t))hr(RT (s))x, x ∈ Rd4

.

Зважаючи на F
0-вимiрнiсть σT (а значить i RT ), кожна з випадкових функцiй κ

r
T

рiвномiрно (FT ,B(Rd4
))-узгоджена. Отже, виконано i умову B, вiдтак теорема 4

приводить до потрiбного висновку. �
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